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MODIFICATIONS ET CYCLES E´VANESCENTS SUR UNE BASE




On se propose de de´montrer l’analogue en cohomologie e´tale du the´ore`me principal de
[Sab83], conjecture´ par Pierre Deligne, selon lequel tout morphisme de sche´mas acquiert
un comportement de ® morphisme sans e´clatement ¯, quitte a` effectuer une modification de
la base. Nous renvoyons a` 1.1 pour un e´nonce´ pre´cis en termes de cycles e´vanescents (ou
plutoˆt ® proches ¯) — dont la de´finition est rappele´e dans la section §1 — sur une base de
dimension quelconque. Pour un exemple d’e´clatement ® avec e´clatement ¯ (sic !), voir §9.
Le the´ore`me principal entraˆıne en particulier que sur une telle base, si les cycles e´vanes-
cents ne commutent plus ne´cessairement aux changements de base (meˆme si celle-ci est
re´gulie`re), cela est malgre´ tout vrai localement pour la topologie de la descente effective uni-
verselle.
Ces re´sultats ge´ne´ralisent e´galement ceux de Roland Huber [Hub96], §4.2, sur la coho-
mologie des cycles proches quand la base est le spectre d’un anneau valuatif (cf. 4.4). Ces
derniers sont une e´tape importante dans la de´monstration des the´ore`mes de commutation
au changement de base et constructibilite´ de op. cit.
Les ® cycles e´vanescents ¯ dont il est question ont e´te´ introduits par P. Deligne a` l’occasion
d’un se´minaire a` l’IHE´S sur les fonctions L il y a une vingtaine d’anne´es et ge´ne´ralisent ceux
de´finis par Alexandre Grothendieck dans [SGA7 i ]. C’est un moyen commode de regrouper
la cohomologie des diffe´rents ® tubes de Milnor ¯X(x)×S(s) S(t) ou` t est une ge´ne´risation de
s = f(x) (les points sont ge´ome´triques), lorsque que l’on se donne un morphisme de sche´mas
X
f
→ S et un faisceau e´tale F sur X. Ces tubes apparaissent naturellement quand on calcule
la fibre en t d’un faisceau Rifx∗F , ou` fx est le morphisme local X(x) → S(s) induit par f
entre les hense´lise´s stricts en x et s (les ® petites boules ¯ centre´es en ces points). Dans ce
langage, le the´ore`me principal affirme qu’apre`s modification de la base, les morphismes fx
se comportent cohomologiquement comme des morphismes propres.
L’ingre´dient essentiel de notre de´monstration est un the´ore`me sur les fibrations plurinodales
duˆ a` A. Johan de Jong ([dJ97]).
Ce travail a e´te´ effectue´ a` l’universite´ de Princeton (E´.-U.A) ; l’auteur a be´ne´ficie´ de l’excellent accueil
de son de´partement de mathe´matique et en particulier de son directeur de l’e´poque, Nick Katz.
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Enfin, en guise d’application de ces topos exotiques, mais dans le cas beaucoup plus
simple des singularite´s isole´es, nous donnons une de´monstration de la conjugaison des cycles
e´vanescents associe´s a` un pinceau de Lefschetz, plus proche de l’intuition topologique et
e´galement valable en caracte´ristique deux. L’ingre´dient cle´ est ici duˆ a` Ofer Gabber.
Je remercie tre`s chaleureusement Ofer Gabber et Luc Illusie de m’avoir sugge´re´ ce
proble`me ainsi que d’en avoir discute´ avec moi. C’est e´galement avec plaisir que je remercie
Ja´nos Kolla´r d’avoir gentiment re´pondu a` quelques questions na¨ıves et le rapporteur pour
sa relecture extreˆmement attentive et ses commentaires utiles et de´taille´s. Enfin, je suis
spe´cialement reconnaissant envers Ofer Gabber de m’avoir explique´ la proposition 3.2.1
a` un moment critique, ainsi que de m’avoir fait part de ses pre´cieuses remarques a` l’origine
de nombreuses ame´liorations.
Partie I. COMMUTATION AUX CHANGEMENTS DE BASE
1. Rappels sur les cycles e´vanescents sur une base de dimension supe´rieure a` 1
et e´nonce´ du the´ore`me
On reprend brie`vement les de´finitions de [Lau83], auquel on renvoie le lecteur pour plus de
de´tails. Pour tout morphisme de topos f : X→ S, on peut de´finir un troisie`me topos X
←
×SS
(loc. cit., § 3 ou [MV00], Chap. v, § 1) solution d’un proble`me universel 2-cate´gorique, dont
les points sont les paires (x, t) ou` x est un point de X et t une ge´ne´risation de f(x). Ce topos
est naturellement e´quipe´ d’un morphisme Ψf : X → X
←
×SS, correspondant sur les points a`
x 7→ (x, f(x)
id
→ f(x)) ainsi que de deux projections p : X
←
×SS→ X et q : X
←
×SS→ S.
Si l’on suppose maintenant queX (resp. S) est le topos e´tale associe´ a` un sche´ma X (resp.
S), et f induit par un morphisme de sche´mas f : X → S, on montre que pour tout faisceau
F sur X, la fibre de RΨf ∗F en un point (x, t) est isomorphe a` RΓ(X(x)×S(f(x)) S(t),F).
Dore´navant, on confondra X avec le topos e´tale associe´, afin d’alle´ger les notations.
Un anneau commutatif Λ e´tant donne´, le foncteur ® cycles proches ¯ de f est le foncteur
de´rive´




On le notera ge´ne´ralement Ψf , l’anneau Λ e´tant sous-entendu.
Avant d’e´noncer le the´ore`me principal rappelons qu’unemodification (resp. une alte´ration)
S′ → S est un morphisme propre surjectif induisant un isomorphisme (resp. un morphisme
fini) au-dessus d’un ouvert partout dense de S, tel que tout point maximal de S′ s’envoie sur
un point maximal de S. Enfin on rappelle que l’on abre`ge ® quasi-compact et quasi-se´pare´ ¯
en cohe´rent.
1.1 The´ore`me. — Soient S un sche´ma cohe´rent irre´ductible, f : X → S un morphisme
de pre´sentation finie, n un entier inversible sur S et F ∈ Ob Dbc(X,Z/nZ). Alors, le complexe
Ψf (F) n’a pas de cohomologie en grand degre´ et il existe une modification S
′ → S telle que
l’on ait la proprie´te´ suivante : notant fS′ (resp. FS′) le morphisme f ×S S
′ : X ′ → S′
(resp. le complexe F|X′), la formation de ΨfS′FS′ commute a` tous les changements de base
g : T → S′.
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Nous verrons dans la seconde partie que l’on peut ame´liorer cet e´nonce´ (comparaison
entre la cohomologie des tubes de Milnor et celle des fibres de Milnor (5.1) ; constructibilite´
(6.1)).
Insistons sur le fait que le morphisme S′/S de´pend de F .
La de´monstration se fait par une triple re´currence sur un indice de troncation, la dimension
de S (que l’on peut supposer finie comme explique´ plus bas) et la ® dimension relative
ge´ne´rique ¯ de f . On proce`de par re´duction au cas des courbes semi-stables et des faisceaux
constants. L’entier n e´tant choisi une fois pour toute, on e´crira souvent Λ pour Z/nZ.
Le morphisme f : X → S e´tant sous-entendu, pour chaque point (x, t) de X
←
×SS,
c’est-a`-dire la donne´e un point ge´ome´trique x de X et une ge´ne´risation ge´ome´trique t
du point ge´ome´trique image de x dans S, on de´signera par Xx,t le sche´ma produit fibre´
X(x)×S(f(x)) S(t) ; c’est le tube de Milnor (de f) en (x, t).
La de´monstration de 1.1 occupe les trois sections suivantes. Le sche´ma de la de´monstra-
tion est explique´ dans le paragraphe 3.4, qui conclut les de´vissages liminaires et de´taille la
re´currence.
Notation : pour m un morphisme de topos, on e´crira principalement m∗ pour l’image
directe de´rive´e Rm∗.
2. Premie`res re´ductions
2.1. Passage a` la limite. — Soit (Si)i∈I un recouvrement ouvert affine de S ; par quasi-
compacite´ de S, on peut supposer I fini. Proce´dant comme en [RG71], premie`re partie,
§ 5.3.3, on voit qu’il suffit de de´montrer le the´ore`me pour S affine. Le morphisme f e´tant
de pre´sentation finie, il existe d’apre`s [E´GA iv 8.9.1], un Spec(Z)-sche´ma affine de type
fini S0, un morphisme de type fini f0 : X0 → S0, un morphisme dominant S → S0 et un
S-isomorphisme X0 ×S0 S
∼
→ X.
De meˆme, on peut supposer que le complexe borne´ Λ-constructible F est isomorphe a` l’image
inverse d’un tel complexe sur X0.
Pour cette raison, les de´vissages qui vont suivre concernent une base noethe´rienne.






×SS,Λ) re´sulte de la proposition suivante :
2.3 Proposition. — Soient N un entier, S un sche´ma et f : X → S un morphisme
de type fini, dont les fibres sont de dimension infe´rieure ou e´gale a` N . Si F est un faisceau
abe´lien de torsion sur X, pour tout point (x, t) de X
←
×SS,
HiΨfF (x,t) ≃ H
i(X(x)×S(f(x)) S(t),F) = 0
de`s que i > 2N .
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Faute de re´fe´rence, voici une de´monstration, qui m’a e´te´ communique´e par O. Gabber,
e´vitant ainsi d’avoir recours a` une variante tronque´e des e´nonce´s principaux.
De´monstration. — La question e´tant locale au voisinage de chaque point de X, on peut
supposer X affine et meˆme quasi-fini sur le S-espace affine ANS , avec S e´galement affine.
Appliquant le Main Theorem de Zariski et prolongeant le faisceau F par ze´ro, on peut sup-
poser X fini sur AnS puis finalement X/S projectif a` fibres de dimension infe´rieure a` N .
Soit (x, t) un couple de points ge´ome´triques comme dans l’e´nonce´ ; notons s = f(x) et sup-
posons pour simplifier les notations que S(s)
∼
→ S. Notons τ le morphisme essentiellement
e´tale X(x) ×S S(t) → X ×S S(t). On a RΓ(X(x) ×S S(t),F) ≃ RΓ(X ×S S(t),Rτ∗F).
De plus, d’apre`s le the´ore`me de changement de base propre, RΓ(X ×S S(t),Rτ∗F)
∼
→
RΓ(Xt, (Rτ∗F)Xt). Comme Xt est de n-dimension cohomologique e´tale ≤ 2N , il suffit de
montrer que Hi((Rτ∗F)Xt) = 0 pour i > 0. Cela signifie que pour tout point ge´ome´trique u de
Xt, (R
iτ∗F)u = 0 pour i > 0 (on identifie u et son image par le morphisme Xt → X×SS(t)).
Cette fibre est isomorphe a` Hi(X(x) ×X X(u),F) ; d’apre`s [Art71], 3.4, les composantes
connexes de X(x)×X X(u) sont strictement locales. Le re´sultat en de´coule. L’hypothe`se de
projectivite´ est la` pour nous assurer que u et x sont contenus dans un meˆme ouvert affine.
2.4. Re´duction au cas d’un faisceau constant. — Notons que l’on peut supposer
dans la de´monstration de 1.1 que F est un faisceau concentre´ en degre´ 0. Comme F est
constructible, il existe un nombre fini de morphismes finis (pi : Xi → X)i∈I , tels que F
s’injecte dans le faisceau
∏
i∈I
pi∗Ci, ou` chaque Ci est un faisceau constant constructible de
Λ-modules sur Xi. Par commodite´ nous dirons dans ce paragraphe que ces faisceaux sont
tre`s constructibles sur X. Supposons 1.1 de´montre´ pour les faisceaux tre`s constructibles. Re-
marquons que l’image inverse d’un faisceau tre`s constructible est tre`s constructible (change-
ment de base pour les morphismes finis). Une re´currence imme´diate sur les entiers k tels
qu’apre`s modification les coˆnes des morphismes (1.1.a) n’aient pas de cohomologie en degre´
infe´rieur ou e´gal a` k, montre qu’il suffit, pour un faisceau F donne´, de de´montrer 1.1 pour
un nombre fini de faisceaux tre`s constructibles (coge´ne´rateurs de la cate´gorie des faisceaux
constructibles). Cela de´coule de la proposition pre´ce´dente car il suffit donc de de´montrer le
re´sultat pour un nombre fini d’entiers k. Ainsi, on s’est ramene´ au cas ou` F = p∗C, pour
un morphisme fini p : X ′ → X et un faisceau C constant Λ-constructible sur X ′. Si la
commutation aux changements de base est de´montre´e pour (X ′/S, C), elle l’est aussi pour







et ce universellement sur S, puisque p∗C commute aux changements de base.
Il est utile de remarquer pour la suite de la de´monstration que quand S est irre´ductible,
passer de X/S a` X ′/S n’augmente pas la dimension de la fibre ge´ne´rique.
2.5. Des alte´rations aux modifications. — Il suffit de montrer qu’il existe une alte´ra-
tion S′ → S telle que les conclusions de 1.1 soient satisfaites. Cela re´sulte imme´diatement
des deux lemmes suivants.
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2.6 Lemme. — Soit S′ → S une alte´ration entre sche´mas noethe´riens. Il existe deux













De´monstration. — C’est un corollaire imme´diat de [RG71], i 5.2.2, compte tenu du fait
qu’un morphisme propre, plat, ge´ne´riquement fini est fini et que le transforme´ propre de
S′/S via S′′ → S domine S′.
Je remercie O. Gabber de m’avoir appris ce fait.
2.7 Lemme. — Sous les hypothe`ses 1.1, s’il existe S′/S fini surjectif tel que la forma-
tion de ΨfS′F
′ commute aux changements de base T ′ → S′, alors la formation du complexe
ΨfF commute a` tous les changements de base T → S.
De´monstration. — Soient T → S un morphisme et (xT , bT ) un point de XT
←
×TT s’envoyant
sur le point (x, b) de X
←
×SS. Il s’agit de montrer que le morphisme canonique RΓ(Xx,b,F)→
RΓ(XT xT ,bT ,F) est un isomorphisme, sachant que cette proprie´te´ est vraie apre`s changement
de base par S′/S, fini surjectif. On peut supposer T et S strictement locaux, de points ferme´s
les images de x et xT . Pour chaque entier q ≥ 0, notons S
(q) = (S′/S)q+1 le produit fibre´
ite´re´ (resp. T (q) = (T ×S S
′/T )q+1, X(q) = X ×S S
(q), X
(q)
T = XT ×T T
(q)). Ils de´finissent
naturellement des hyperrecouvrements propres(i) (® cosq0 ¯) de S, T et des diffe´rents sche´mas
au-dessus de ceux-ci. Le produit fibre´ Xx,b×S S
(q) (resp. XT xT ,bT ×T T












T xT i,bT j
), ou` Iq (resp. Jq) est naturellement










dessus de (x, b) (resp. (xT , bT )). L’ensemble Iq (resp. Jq) est donc canoniquement en bijection
avec π0(S
(q)
b ) (resp. π0(T
(q)
bT
)), ou` les indices de´signent ici les fibres des morphismes e´vidents.
(Par exemple S
(q)
b est le produit fibre´ b×S S
(q), etc.) Ainsi, les suites spectrales de descente

















,F) +3 Hp+q(XT xT ,bT ,F)
Commenc¸ons par remarquer que pour chaque q, les ensembles Iq et Jq sont canoniquement
en bijection. C’est un cas particulier du lemme suivant :
(i)Rappelons brie`vement (cf. [Del74], § 5) qu’un hyperrecouvrement propre d’un sche´ma S est un objet
simplicial S• de la cate´gorie des S-sche´mas (i.e. un foncteur ∆
op → SchS) tel que pour chaque entier n ≥ 0,





soit propre et surjectif.
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(Cela re´sulte par exemple du the´ore`me de changement de base propre ensembliste pour
le morphisme fini S′/S et le faisceau {0, 1}.)
Comme pour chaque q, les S(q) sont des S′-sche´mas, l’hypothe`se entraˆıne que pour chaque








(q) se correspondant, la fle`che verticale de
gauche induite sur le facteur direct correspondant est un isomorphisme pour chaque p.
3. Re´duction au cas ® plurinodal ¯
Supposons S noethe´rien. Quitte a` l’alte´rer S, on peut le supposer e´galement inte`gre. Le
proble`me e´tant local en haut, on peut supposer f se´pare´ donc f compactifiable d’apre`s un
the´ore`me de Nagata [Lu¨t93] (S est noethe´rien et f est se´pare´ de type fini). Ainsi, on se
rame`ne au cas ou` f est propre, quitte a` prolonger F par ze´ro.
3.1. Avant d’e´noncer le lemme de descente dont nous aurons besoin, introduisons une ter-
minologie utile ici : on dira, f : X → S, F et r ∈ Z e´tant donne´s, que la formation de
Ψf (F) r-commute aux changements de base si les coˆnes des morphismes (1.1.a) n’ont pas
de cohomologie en degre´ infe´rieur ou e´gal a` r, pour tous les morphismes T → S.
3.1.1 Lemme. — Soient f : X → S un morphisme propre, Λ = Z/n pour un entier
n et r un entier. Supposons qu’il existe un S-hyperrecouvrement propre tronque´ a` un ordre
M ≥ r, X•≤M → X, tel que la formation des cycles proches ΨXi/S(Λ) (r − i)-commute aux
changements de base, pour tout i ∈ {0, . . . ,M}. Sous ces hypothe`ses, la formation de Ψf (Λ)
r-commute aux changements de base.
De´monstration. — Commenc¸ons par remarquer que l’on peut e´tendre X•≤M → X en un
hyperrecouvrement propre (non tronque´) ε : X• → X. Nous le faisons par commodite´ d’e´cri-
ture. Soient T → S un morphisme et (aT , bT ) un point de T
←





aS : XaS →֒ XS(aS) l’immersion ferme´e, j
X
bS
: XS(bS) → XS(aS) le
morphisme induit par localisation e´tale en bas, et de la meˆme fac¸on les variantes pour X•.
La commutation aux changements de base revient a` de´montrer que pour tout tel choix le








n’a pas de cohomologie en degre´ infe´rieur ou e´gal a` r. En effet, la fibre en xT a` gauche est
isomorphe a` Ψf (Λ)(xS ,aS) si xS est l’image de xT dans XaS , tandis que celle de droite est
isomorphe a` ΨfT (Λ)(xT ,bT ). Pour tout S-sche´ma Z, notons εZ l’hyperrecouvrement propre
ε×S Z de X ×S Z. Par descente cohomologique les morphismes Id→ ε∗ε
∗ sont des isomor-
phismes ; compte tenu e´galement du the´ore`me de changement de base propre pour les ε, on


















MODIFICATIONS ET CYCLES E´VANESCENTS SUR UNE BASE DE DIMENSION SUPE´RIEURE A` UN. 7
Le meˆme re´sultat e´tant valable sur T , on a un diagramme commutatif dont les fle`ches hori-


































L’isomorphisme ® en haut a` droite ¯ re´sulte une fois encore du the´ore`me de changement
de base propre et de la proprete´ de ε.
La conclusion re´sulte alors du lemme ge´ne´ral suivant (applique´ au coˆne des morphismes
de changements de base sur les sche´mas simpliciaux) :
3.1.2 Lemme. — Soient ε : X• → X un topos simplicial augmente´, K• un complexe de
faisceaux de Λ-modules sur X• et r un entier tel que τ≤r−i(K•|Xi) = 0 pour tout i ∈ [0, r].
Supposons que les topos Xi aient suffisament de points. Alors, sur X, le complexe de faisceaux
τ≤rε∗K• est trivial.




nous rame`ne a` montrer que si K′ est un complexe de faisceaux sur X ′ tel que τ≤nK
′ = 0
alors, pour tout morphisme de topos e : X ′ → X, le tronque´ τ≤ne∗K
′ est e´galement nul. Ce
dernier point est trivial.
3.1.3. On utilisera ce lemme dans le cas ou` M = r est strictement supe´rieur au double de la
dimension des fibres de f ; en vertu de l’annulation de la cohomologie en degre´ > 2M (2.3),
la conclusion du lemme est alors aussi forte que le the´ore`me 1.1.
Remarquons e´galement qu’il est donc loisible de supposer le sche´ma X inte`gre.
3.2. Ramenons nous maintenant au cas ou` le morphisme f est propre et surjectif. On a de´ja`
vu que l’on peut supposer f propre et S inte`gre. Supposons donc f : X → S propre et notons
F le ferme´ f(X) ⊂ S, que l’on suppose strict. Admettons l’existence d’une modification F ′ →
F de F telle que la conclusion de 1.1 soit valable pour fF : X → F,F , apre`s changement de
base a` F ′ → F (cela re´sultera de l’e´tude du cas ou` f est dominant). Il nous reste a` de´finir
une modification de la base S, partant de celle de son sous-sche´ma ferme´ F .
Nous allons appliquer le lemme suivant, dont l’e´nonce´ et la de´monstration (un peu plus
bas) sont dus a` O. Gabber, au morphisme compose´ g : F ′ → F → S.
3.2.1 Lemme. — Soit g : F ′ → S un morphisme propre de sche´mas noethe´riens re´duits,
et posons F = g(F ′). Il existe un e´clatement de centre nulle part dense p : S′ → S et un
F -sche´ma G s’envoyant par un morphisme fini et surjectif sur p−1(F ) = FS′ et s’envoyant
e´galement sur F ′.
Soit S′ → S comme dans le lemme. Montrons que ΨfS′F commute aux changements de
base T → S′.
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ou` les rectangles et les deux paralle´logrammes verticaux sont carte´siens. La formation des cy-
cles proches ΨfF ′F commute aux changements de base sur F
′. On en de´duit imme´diatement
qu’il en est de meˆme pour la formation du complexe ΨfGF relativement aux changements
de base sur G. D’apre`s le lemme 2.7, et puisque le morphisme G→ FS′ est fini et surjectif,
la formation de ΨfF
S′
F commute e´galement aux changements de base sur FS′ et donc en
particulier a` FT → FS′
Il nous suffit donc d’appliquer le lemme suivant a` fS′ :
3.2.2 Lemme. — Soient f : X → S un morphisme propre, d’image F , n un entier et
F ∈ Ob Dbc(X,Z/n). Si la formation des cycles proches du couple (X → F,F) commute aux
changements de base relativement a` F , il en est de meˆme pour le couple (f : X → S,F)
(relativement a` S).
De´monstration. — Soient T un S-sche´ma et (xT , bT ) un point de XT
←
×TT d’image (x, b)
dans X
←
×SS. Il s’agit de montrer que le morphisme RΓ(Xx,b,F) → RΓ(XT xT ,bT ,F) est
un isomorphisme. Deux cas se pre´sentent : soit bT est localise´ en l’ouvert comple´mentaire
de FT := F ×S T , auquel cas les sche´mas Xx,b et XT xT ,bT sont vides (et l’isomorphisme
est e´vident), soit bT est localise´ en FT . Dans ce dernier cas, le morphisme XF (x) ×F (a)
F (b) → X(x) ×S(a) S(b) (resp. variante sur T ) est un isomorphisme. (En effet, XF = X et
F ×S S(a) = F (a) etc.)
Il nous reste donc a` de´montrer le lemme 3.2.1 pour conclure la de´monstration de la
re´duction 3.2.
De´monstration du lemme 3.2.1. — Pour chaque sous-sche´ma ferme´ inte`gre Z du sous-sche´ma
ferme´ F de S, il existe un sous-sche´ma ferme´ inte`gre WZ de F
′ qui est une alte´ration de Z.
(Il suffit en effet de prendre l’adhe´rence d’un point ferme´ de la fibre de F ′ → F au-dessus
du point ge´ne´rique de Z.) D’apre`s 2.6, il existe un sous-sche´ma ferme´ strict RZ de Z tel que
si l’on note Z˜ et W˜Z les e´clate´s correspondants, le morphisme induit W˜Z → Z˜ devienne fini
surjectif. Pour Z variable, les ensembles localement ferme´s Z−RZ recouvrent F . Le sche´ma
F e´tant noethe´rien, donc compact pour la topologie constructible, il existe un nombre fini de
Zi,WZi et RZi tels que les Zi−RZi recouvrent F . Soient maintenant, pour chaque tel indice
i, S′i l’e´clatement de S de centre RZi , et enfin S
′ l’e´clatement de centre de´fini par le produit
des Ide´aux JRZi , c’est-a`-direle ® plus petit ¯ e´clatement dominant tous les Si. Soient (Tj)j
les composantes irre´ductibles de F ×S S
′. Pour chaque indice j, choisissons un indice ij tel
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que le point ge´ne´rique de Tj s’envoie sur un point de Zij −Rij . Le sche´ma Tj s’envoie sur le
sous-sche´ma Z˜ij de S
′
ij
. Soit Gj le produit fibre´ Tj ×Z˜ij
W˜ij ; il s’envoie par un morphisme
fini et surjectif sur Tj et s’envoie e´galement sur F



























3.2.3 Remarque. — Les modifications de F provenant de S par restriction ne sont pas
cofinales parmi les modifications de F . Il est donc ne´cessaire d’avoir recourt a` un morphisme
interme´diaire (ici fini et surjectif) pour palier cet inconve´nient. Voici un exemple duˆ a` Ja´nos
Kolla´r : soit E →֒ A2C une courbe elliptique e´pointe´e et F →֒ A
3
C = S le coˆne construit sur
E. Soit F ′ → F l’e´clatement du sommet du coˆne. La fibre exceptionnelle de F ′ → F est non
rationnellement connexe alors que les fibres de n’importe quel e´clatement de S′ → S le sont.
En particulier, S′F ne peut pas s’envoyer par un S-morphisme sur F
′.
3.3. L’utilite´ de la re´duction 3.2 pour notre proble`me provient du fait suivant :
3.3.1 Proposition. — Soient f : X → S un morphisme propre surjectif entre sche´mas
inte`gres excellents, et M un entier. Il existe un sche´ma inte`gre S′, une alte´ration S′ → S
et un S′-hyperrecouvrement propre tronque´ X ′•≤M → X
′ = X ×S S
′ tel que pour chaque
i ∈ [0,M ], chaque composante connexe du S′-sche´ma X ′i soit ou bien inte`gre et plurinodale
sur S′ ou bien d’image un ferme´ strict de S′. De plus, on peut supposer la dimension relative
ge´ne´rique de X ′0/S
′ infe´rieure ou e´gale a` celle de X/S.
Rappelons qu’un morphisme est dit plurinodal (cf. [dJ97], 5.8) s’il est le compose´ de
morphismes projectifs et plats dont les fibres ge´ome´triques sont des courbes connexes ayant
au pire des singularite´s quadratiques ordinaires.
Par commodite´, nous dirons qu’un morphisme de sche´mas est presque plurinodal s’il est
somme d’un morphisme plurinodal et d’un morphisme non dominant.
De´monstration. — D’apre`s loc. cit. 5.10, quitte a` alte´rer S, il existe une alte´ration X0 →
X telle que X0/S soit presque plurinodal, ne´cessairement de dimension relative e´gale a` la
dimension de la fibre ge´ne´rique de X/S. Le produit fibre´ X0×X X0 n’est pas ne´cessairement
plurinodal sur S ni ne´cessairement inte`gre. Soit Y le coproduit des composantes irre´ductibles
re´duites deX0×XX0 ; chaque composante connexe Yi de Y est donc inte`gre et Y → X0×XX0
est propre et surjectif. Si Yi/S est dominant, quitte a` alte´rer S une fois de plus, on peut
alte´rer Yi en un S-sche´ma presque plurinodal Y
′
i . Dans le cas contraire, i.e. si Yi/S n’est
pas dominant (i.e. surjectif), on pose Y ′i = Yi. Le S-sche´ma X1 :=
∐
Y ′i s’envoie par un
morphisme propre et surjectif sur X0 et ses composantes connexes satisfont aux conditions
de la proposition. On de´montre alors la proposition en ite´rant ce proce´de´ et de fac¸on re´pe´te´e
[Del74] § 6.2.5 pour faire du sche´ma simplicial strict (Xi), un vrai sche´ma simplicial (en
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particulier on veut une fle`che X0 → X1 section de X1 ⇉ X0 etc.). (On utilise implicitement
le fait que la plurinodalite´ est une proprie´te´ stable par changement de base.)
3.3.2 Remarque. — Dans l’application que nous en ferons, seule l’hypothe`se sur X ′0/S
′




0), mais il n’est pas exclu
que l’e´nonce´ ci-dessus puisse servir dans d’autres contextes. Nous n’utiliserons donc pas le
fait que les X ′i/S
′, pour i > 0 soient (presque) plurinodaux. Il serait cependant inte´ressant
et, comme l’a observe´ le rapporteur, non e´vident que l’on puisse supposer ces derniers de
dimension relative ge´ne´rique infe´rieure a` celle du morphisme initial f ; cela sugge`re d’aborder
cette question, qui permettrait d’e´viter une re´currence inde´sire´e a` venir (cf. l’introduction
du parame`tre auxilliaire r), par des techniques d’hyperre´solutions cubiques [GNAPGP88].
Rappelons que celles-ci ont l’avantage, dans le cas classique de la the´orie de Hodge, de faire
intervenir des sche´mas (en nombre fini) de dimensions de plus en plus petites (infe´rieures ou
e´gales a` celle du sche´ma de de´part).
3.4. Reprenons dans ce paragraphe les diffe´rentes re´ductions effectue´es jusqu’a` pre´sent pour
voir ce qu’il reste encore a` de´montrer.
3.4.1. D’apre`s 2.1, il suffit de de´montrer le the´ore`me dans le cas ou` S est un Z-sche´ma de
type fini ; en particulier S est noethe´rien, excellent, de dimension finie.
De plus, on peut supposer f propre ; supposition qui n’est pas alte´re´e par les re´ductions faites
en § 2 et que nous ferons donc dore´navant. Montrons alors par re´currence sur l’entier relatif
r ≥ −2, et re´duction au cas plurinodal et des coefficients constants, que pour tout (f,F)
comme dans 1.1, ou` F est un faisceau constructible, il existe une modification S′/S telle
que les coˆnes des morphismes (1.1.a) n’aient pas de cohomologie en degre´ infe´rieur ou e´gal
a` r ; cela suffit pour notre propos compte tenu de 2.3 (voir aussi 3.1.3). C’est e´vident pour
r = −2. Soit donc r ≥ −1 et supposons le re´sultat de´montre´ pour les valeurs infe´rieures ou
e´gales a` r − 1.
Pour un tel r, la de´monstration se fait par re´currence sur la dimension δS de S et la
dimension relative df de la fibre ge´ne´rique de f (prise au-dessus de l’anneau total des fractions
si S n’est pas irre´ductible — ce que l’on pourrait supposer en vertu de 2.7). Amorc¸ons la
re´currence :
– Si S est de dimension 0, d’apre`s [SGA4.5 Th finitude 2.13] f : X → S = s est
universellement localement acyclique (relativement a` tout faisceau constructible sur
X) ; si T est un s-sche´ma strictement local, xT un point ge´ome´trique de la fibre spe´ciale
de XT → T d’image x dans X et enfin, b un point ge´ome´trique de T , on a donc :
Fx
∼
→ RΓ(X(x),F) −→ RΓ(XT (xT )×T T (b),F)
∼
← RΓ(XT (xT ),F)
∼
← FxT ,
d’ou` la commutation aux changements de base dans ce cas(ii).
– Si la fibre ge´ne´rique de f est vide, f est d’image un ferme´ strict de S de dimension
infe´rieure et la conclusion re´sulte de l’hypothe`se de re´currence sur δS et de 3.2 applique´
a` f(F ) ⊂ S.
Soient donc f,F , n, comme dans 1.1 avec S de dimension δS et f de dimension relative
ge´ne´rique df , toujours suppose´ propre. On peut e´galement supposer les sche´mas X et S
inte`gres, et F = Z/n sans augmenter δS ou df . Nous laissons le soin au lecteur de ve´rifier
(ii)Remarquons que la de´finition de la locale acyclicite´ donne´e dans loc. cit. affirme que les morphismes
RΓ(XT (xT ),F) → RΓ(XT (xT ) ×T b,F) sont des isomorphismes. On s’inte´resse ici a` la cohomologie du
tube de Milnor XT (xT ) ×T T (b). Malgre´ tout, la de´monstration donne´e dans loc. cit. montre e´galement
l’acyclicite´ des tubes de Milnor (on peut e´galement proce´der par re´duction au cas lisse, par un autre
the´ore`me de A.J. de Jong).
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que ces re´ductions sont compatibles avec l’indice de re´currence r (cf. e.g. 2.4 pour la dernie`re).
Si f n’est pas surjectif, on utilise 3.2 comme plus haut.
Si f est surjectif, il re´sulte de 3.3.1 et 3.1.1, applique´s a` M = r, et de l’hypothe`se de
re´currence sur r applique´e aux X ′i/S
′ pour i > 0 que les r-tronque´s des morphismes de
changement de base (1.1.a), sont nuls au-dessus d’une alte´ration de S convenable pourvu
qu’il en soit ainsi pour une fibration plurinodale de dimension relative e´gale a` df , et des
coefficients constants.
3.4.2. Supposons donc de plus que l’on ait de´montre´ le the´ore`me, au cran r, pour tout
morphisme plurinodal X → S de dimension relative d et pour le faisceau constant Λ = Z/n.
Montrons que la conclusion est encore valable pour tout faisceau Λ-constructible F sur de tels
S-sche´mas X et donc pour tout complexe de faisceaux concentre´ en degre´s positifs. D’apre`s
les de´vissages de la seconde section, il suffit de montrer qu’apre`s alte´ration, les cycles proches
de (X ′ → X → S,Λ) commutent aux changements de base, au sens r-tronque´ indique´ ci-
dessus, ou` X ′ → X est fini, et X ′ est inte`gre. Ici encore, deux cas se pre´sentent : soit X ′/S est
non surjectif (S est inte`gre) et l’on applique alors l’hypothe`se de re´currence sur la dimension
de S, soit X ′/S est dominant et la dimension de sa fibre ge´ne´rique est infe´rieure ou e´gale a`
d. Dans ce cas, on conclut, graˆce a` l’hypothe`se de re´currence sur r, comme plus haut.
4. Le cas plurinodal
Comme explique´ dans 3.4, nous allons de´montrer 1.1, dans le cas des coefficients con-
stants, pour un morphisme plurinodal, par re´currence sur sa dimension relative (note´e d).
On veut montrer qu’apre`s alte´ration les coˆnes de morphismes de changement de base 1.1.a
pour un tel morphisme n’ont pas de cohomologie en degre´ infe´rieur ou e´gal a` r s’il en est
ainsi pour (r, d) plus petit (au sens lexicographique). Remarquons que c’est seulement dans
cette section que l’hypothe`se faite sur la torsion de Λ (suppose´e inversible sur S) entre en
jeu.
Le cas de la dimension relative 1, traite´ en 4.2, est un cas particulier de la proposition
bien connue suivante :
4.1 Proposition. — Soient f : X → S un morphisme se´pare´ de type fini, n un entier
inversible sur S et et F ∈ Ob Dbc(X,Z/n) tel que le lieu de non locale acyclicite´ universelle de
(f,F)(iii) soit quasi-fini sur S. Alors, la formation des cycles proches commute aux change-
ments de base S′ → S.
Pour la commodite´ du lecteur, nous reprenons l’argument maintenant classique de global-
isation par compactification beˆte de P. Deligne (cf. [SGA4.5 Th. finitude ]), tel qu’explique´
dans [Lau81], 4.1.2.
De´monstration. — On peut supposer S et S′ strictement locaux. Soit i (resp. i′) l’inclusion
de la fibre spe´ciale Xs → X (resp. X
′
s′ → X
′). De meˆme on de´finit le morphisme j (resp. j′),
j : XS(t) →֒ X ; notons Ψs,t (resp. Ψs′,t′) le foncteur i
∗Rj∗ (resp. i
′∗Rj′∗) ; il s’agit d’un fonc-
teur cycles proches ® tranche par tranche ¯. On dispose d’une variante e´vanescente e´vidente,
note´e Φs,t, rendue fonctorielle si on le souhaite en travaillant dans la cate´gorie de´rive´e filtre´e
ade´quate.
(iii)C’est ici par de´finition le comple´mentaire du plus grand ouvert deX sur lequel (f,F) soit localement
acyclique — au sens de [SGA4 xv 1.11] — et le reste apre`s tout changement de base T → S. Une variante
sans doute plus naturelle est de conside´rer l’ensemble de points ou` f satisfait ce crite`re ; toutefois, comme
le remarque le rapporteur, il n’est pas e´vident a priori (et quoiqu’il en soit inconnu de l’auteur) que cet
ensemble soit constructible.
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Soit g le morphisme X ′s′ → Xs. On a une fle`che de changement de base
g∗Ψs,tF → Ψs′,t′F
′
et de meˆme pour les cycles e´vanescents. Remarquons qu’il suffit de de´montrer l’isomorphisme
pour ces derniers. A` cette fin, on de´montre le re´sultat a priori plus fort suivant :
Soit x′ un point ferme´ de X ′s′ d’image x, tel que x soit un point isole´ de la fibre
en s du lieu de non locale acyclicite´ universelle de (X,F , f). Alors la fle`che de
changement de base pre´ce´dente est un isomorphisme dans un voisinage de x′.
Sous cette forme assouplie, l’e´nonce´ est local au voisinage de x, si bien que l’on peut
supposer f propre. La cohomologie des Φs,t(F) (resp. Φs′,t′(F
′)) est, au voisinage de x





















On a un morphisme e´vident entre ce triangle et son analogue sur S′ ; a` nouveau par
changement de base propre (invariance de la cohomologie par changement de base se´parable-
















) est facteur direct de RΓ(Xs,Φs,tF) (resp.
RΓ(X ′s′ ,Φs′,t′F)), et ces deux facteurs se correspondent.
L’isomorphisme de´sire´ en de´coule.
4.2. Soit f un morphisme plurinodal. Si f est de dimension relative 1, Sing(f) est fini sur S
et (f,Λ) est donc universellement localement acyclique en dehors d’un ensemble fini sur S ;
la proposition pre´ce´dente traite ce cas et prouve la commutation aux changements de base
sans meˆme modifier S.
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ou` h est une courbe relative semi-stable et g est plurinodal de dimension relative d − 1. Le
complexe h∗Λ ∈ Ob D
[0,2]
c (Y,Λ) donc il existe une modification S
′ → S telle que Ψg
S′
(h∗Λ)
commute aux changements de base T → S′ au sens r-tronque´ ; cela re´sulte de l’hypothe`se
de re´currence telle que formule´e en 3.4.2. Pour simplifier les notations, supposons S′ = S.
Soient T → S un morphisme, et (aT , bT ) un point de T
←
×TT d’image (a, b) dans S
←
×SS ;
notons Kf,TaT ,bT (Λ) un coˆne du morphisme Ψa,b(Λ)|XaT → ΨaT ,bT (Λ). Comme h est pro-








morphisme analogue sur Y (a` coefficients dans h∗Λ). Cette image directe n’a donc pas de
cohomologie en degre´ infe´rieur ou e´gal a` r et il en est ainsi apre`s tout changement de base.
On veut en de´duire qu’il en est de meˆme de Kf,TaT ,bT (Λ) ; il suffit pour cela de savoir que le
support de ce complexe est fini sur YaT . Nous allons montrer que c’est le cas, e´ventuellement
apre`s une modification S′ → S.
4.3 Lemme. — Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, si Ψg(Λ) commute au changement de
base T → S, alors, pour tout point ge´ome´trique xT de XaT localise´ au-dessus d’un point de
lissite´ de h, la fibre Kf,TaT ,bT (Λ)xT est nulle.
On dispose e´galement d’une variante e´vidente tronque´e. Cette variante du lemme permet
de conclure car, quitte a` modifier S une fois de plus, on peut supposer, par hypothe`se de
re´currence, que τ≤rK
g,T (Λ) = 0 pour tout T/S. Dans ce cas, pour tout choix de points
(aT , bT ) le support de τ≤rK
f,T
aT ,bT
(Λ) est inclus dans l’image inverse de Sing(h) sur XaT , qui
est fini sur YaT . Comme haT ∗K
f,T
aT ,bT




est nul ; ce qu’il fallait de´montrer.
De´monstration du lemme. — Soit xT comme dans l’e´nonce´ ; notons xS son image dans X et
yS l’image de xS dans Y . Par lissite´, le morphisme entre les localise´s, X(xS)→ Y (yS) est uni-
versellement acyclique (pour les complexes constructibles de Λ-modules). Par (universelle)
locale acyclicite´ du morphisme h en xS, le morphisme canonique RΓ(Y (yS)×S(a) S(b),Λ)→
RΓ(X(xS)×S(a)S(b),Λ) est un isomorphisme ; il en est de meˆme sur T . Finalement, les fibres
des coˆnes des fle`ches de changement de base sont isomorphes et l’on obtient :
Kf,TaT ,bT (Λ)xT
∼
← Kg,TaT ,bT (Λ)yT = 0.
4.4 Remarque. — Le the´ore`me 1.1 permet de retrouver la proposition 4.2.4 de [Hub96]
e´voque´e dans l’introduction. La raison principale en est qu’une modification d’un sche´ma
valuatif S posse`de une section (cf. e.g. [E´GA ii 7.3.1]) si bien que l’on a commutation aux
changements de base sur S. Notons a` ce propos que la de´monstration de Roland Huber,
comme celle de P. Deligne, n’entraˆıne pas a priori la commutation aux changements de base
T → S ge´ne´raux mais seulement ceux ou` T est un sche´ma valuatif (dominant S). (Leurs
re´sultats de´montrent cependant l’injectivite´ des morphismes de changements de base pour
chaque groupe de cohomologie HiΨ.)
4.5 Remarque. — Comme le remarque O. Gabber, la conclusion du the´ore`me 1.1 vaut
e´galement si f est seulement suppose´ de type fini mais que l’espace topologique sous-jacent a`
S est noethe´rien. Si S est affine — cas auquel on s’est ramene´ en 2.1 —, cela re´sulte du fait
que Xre´d est aussi le sche´ma re´duit associe´ a` un S-sche´ma de pre´sentation finie. (Rappelons
que l’espace topologique sous-jacent a` S = Spec(A) est noethe´rien si et seulement si le radical
de tout ide´al I de A est e´gal au radical d’un ide´al de type fini ; on utilise alors le fait de´montre´
dans [OP68] que si X est affine de type fini sur un tel S, l’espace topologique sous-jacent a`
X est e´galement noethe´rien.)
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Terminons cette partie par un comple´ment.
5. Calcul des fibres
E´tant donne´ un morphisme f : X → S et un faisceau F sur X, on conside`re aussi clas-
siquement (cf. [SGA4.5 Th. finitude 2.11] et note en bas de page (ii)) la cohomologie des
fibres de Milnor X(x)×S(s) t a` valeur dans F en plus de celle des tubes X(x)×S(s) S(t),
conside´re´e dans la premie`re partie. Il re´sulte imme´diatement du the´ore`me 1.1 qu’apre`s mod-
ification de la base, elles sont canoniquement isomorphes. En fait on peut de´montrer un
re´sultat plus pre´cis :
5.1 The´ore`me. — Soient f : X → S et F comme en 1.1. Pour tout N ∈ N, il existe
une modification S′N → S de S telle que pour tout S
′
N -sche´ma T , et tout point ge´ome´trique
xT de XT , le couple (fT xT ,F|XT ) soit cohomologiquement propre en degre´ ≤ N .
En particulier, apre`s modification de la base, la cohomologie des tubes de Milnor s’envoie
isomorphiquement sur la cohomologie des fibres de Milnor : pour tout point (xT , bT ) de
XT
←
×TT , d’image (aT , bT ) dans T
←
×TT , le morphisme
RΓ(XT (xT )×T (aT ) T (bT ),F)→ RΓ(XT (xT )×T (aT ) bT ,F)
est un isomorphisme.
Rappelons que la proprete´ cohomologique en degre´ ≤ N signifie que la formation de




commute aux changements de base Z → T (sT ),
ou` sT est l’image du point ge´ome´trique xT par fT . On conjecture (cf. remarque ci-dessous)
que la variante non tronque´e du the´ore`me est e´galement vraie. Les arguments e´tant les
meˆmes que ceux pre´sente´s dans la partie pre´ce´dente, nous nous contentons d’une esquisse de
de´monstration.
De´monstration. — Le second e´nonce´ (tube versus fibre) re´sulte du premier (ou de 1.1 comme
annonce´ plus haut) car on sait que ni RΓ(XT (xT )×T (aT )T (bT ),F), ni RΓ(XT (xT )×T (aT ) bT ,F)
n’ont de cohomologie en degre´ supe´rieur a` deux fois un majorant strict de la dimension des
fibres de f . (On utilise 2.3 et, en passant a` la limite, la dimension cohomologique des sche´mas
de type fini sur Specκ(bT ).)
Soient s un point ge´ome´trique de S et jZ : Z → S(s) un morphisme entre sche´mas
strictement locaux. Notons z le point ferme´ de Z, S(t) le localise´ strict de S(s) en t : z → S et
jS,z le morphisme de localisation S(t)→ S(s). Soit is (resp. iz) l’immersion ferme´e s →֒ S(s)
(resp. z →֒ Z). Notons avec un X en exposant, les morphismes obtenus par produit fibre´
avec X → S. Il s’agit donc de montrer que pour chaque entier N , quitte a` modifier S, pour











(entre faisceaux sur Xz) est un isomorphisme en degre´ ≤ N et qu’il en est encore ainsi pour
tous les S-sche´mas T . En effet, la fibre en un point ge´ome´trique x de Xz du morphisme 5.1.a
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(F) un coˆne de 5.1.a. Reprenant les de´vissages de I.2, on ve´rifie sans peine
que l’on peut supposer F = Λ et f plurinodal(iv). Pour alle´ger l’exposition, nous omettons la
re´currence sur le degre´ de troncation r, identique a` celle effectue´e pour de´montrer le the´ore`me
de changement de base. Le lecteur la re´tablira aise´ment de lui-meˆme.
Pour pouvoir proce´der par re´currence (suivant 3.4.2) dans le cas plurinodal, comme
explique´ dans la partie pre´ce´dente, il nous suffit de ve´rifier trois proprie´te´s de l’obstruction
K′.
– L’obstructionK
′ Z commute aux images directes propres. (C’est vrai d’apre`s le the´ore`me
de changement de base propre.)
– L’obstruction K
′ Z est nulle sous les hypothe`ses de 4.1, c’est-a`-direlorsque le lieu de
non locale acyclicite´ est quasi-fini sur S. (En effet, en un point de lissite´ x de f , les
morphismes Λ→ RΓ(Z,Λ)→ RΓ(X(x)×S(s)Z,Λ) sont des isomorphismes, ce qui nous
permet d’utiliser le meˆme argument par compactification.)







(Λ)y = 0. (En un point de lissite´ le morphisme induit entre les localise´s est
universellement localement acyclique.)
5.2 Remarques. — On devrait disposer, apre`s modification de la base, d’un analogue de
la proposition 2.3 pour les complexes RΓ(X(x)×S(s) Z,F). Alternativement, il est vraisem-
blable, comme le sugge`re O. Gabber, que l’e´nonce´ de proprete´ cohomologique se rame`ne au
cas ou` Z est le spectre d’un anneau de valuation dont le corps des fractions est alge´brique-
ment clos ; sous cette hypothe`se, O. Gabber sait de´montrer le re´sultat d’annulation requis.
Cela permettrait donc d’e´viter le recourt a` des e´nonce´s tronque´s.
Enfin, remarquons qu’il aurait e´te´ possible de donner une de´monstration uniforme du the´ore`me
1.1 et du the´ore`me pre´ce´dent mais l’axiomatisation qu’elle requiert ne semble pas de nature
a` e´claircir l’argument.
(iv)Par exemple, on de´montre l’analogue du lemme 3.2.2 en remarquant que si l’on factorise un mor-




→֒ S, alors pour tout point ge´ome´trique
x de la fibre spe´ciale, on dispose d’isomorphismes Rfx∗F ≃ i∗Rgx∗F et R(fx ×S Z)∗F ≃ (Z ×S F →֒
Z)∗R(gx ×S Z)∗F .
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5.3. Soient S un sche´ma noethe´rien, a un point ge´ome´trique de S et b une ge´ne´risation
ge´ome´trique de a. Il existe un trait Ta,b strictement local et un morphisme Ta,b → S tel que
a (resp. b) soit domine´ par le point ferme´ (resp. l’image du point ge´ne´rique ge´ome´trique) de
Ta,b (cf. [E´GA ii 7.1.7]). Ainsi, on peut comple´ter le the´ore`me pre´ce´dent, de la fac¸on suivante :
sous les hypothe`ses de 1.1, quitte a` modifier la base S, chaque fibre des cycles proches Ψf (F)
est isomorphe a` la fibre d’un complexe de cycles proches usuels. Plus pre´cise´ment, e´tant donne´
(x, b), d’image (a, b) dans S
←
×SS, il existe un trait Ta,b → S et un point ge´ome´trique x˜ de
XTa,b au-dessus de x tel que l’on ait des isomorphismes :
Ψf (F)(x,b) ≃ RΓ(X(x)×S(a) S(b),F)
∼





(F) le complexe des cycles proches de´fini par A. Grothendieck dans [SGA7 I ].
Cela de´coule de 1.1.
Partie II. CONSTRUCTIBILITE´
6. E´nonce´s
Il re´sulte de 5.3 et du the´ore`me de constructibilite´ de P. Deligne ([SGA4.5 Th. fini-
tude 3.2]), qu’apre`s modification de la base, les fibres des cycles proches sont finies, et
meˆme qu’ils sont constructibles sur chaque fibre, c’est-a`-dire une fois restreints a` Xs
←
×S(s)t,
ou` (s, t) est un point de S
←
×SS. On a en fait un re´sultat plus pre´cis :
6.1 The´ore`me. — Soient f : X → S et F comme en 1.1. Quitte a` modifier S, on







×SS, c’est-a`-direqu’il existe des partitions finies de X et S en des parties constructibles
localement ferme´es, X =
⋃
Xα et S =
⋃











6.2 Corollaire. — Soient f : X → S et F comme en 1.1. Il existe une modification
S′ → S telle que pour tout S′-sche´ma T , et tout point ge´ome´trique xT de XT , d’image aT
dans T , le complexe fT xT ∗F soit constructible sur T (aT ).
6.3 Remarque. — Il re´sulte de [SGA4 xvii 5.2.11] et 2.3 que le foncteur Ψf pre´serve
la proprie´te´ d’eˆtre de Tor-dimension finie. Joint a` 6.1, cela entraˆıne, pour un f comme dans
loc. cit. et un nombre premier ℓ inversible, qu’apre`s modification de la base, les complexes
Ψf (Z/ℓ
n+1) sont dans Dctf (X
←
×SS,Z/ℓ
n+1) pour tout n ≥ 0.
Comme pre´ce´demment, on se rame`ne au cas ou` S est noethe´rien de dimension finie,
excellent et inte`gre. On proce`de par re´currence sur dim(X/S) et dim(S).
La de´monstration se fait en deux e´tapes : passer du cas plurinodal au cas ge´ne´ral puis
de´montrer la constructibilite´ dans le cas plurinodal (et des coefficients constants). Avant
cela, commenc¸ons par quelques proprie´te´s de ces topos et des faisceaux constructibles sur
iceux, en suivant les suggestions du rapporteur(v).
(v)L’auteur reste bien suˆr seul responsable des erreurs qui pourraient se trouver dans se texte.
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7. Conditions de finitude dans les topos X
←
×Y Z
7.1. Cohe´rence ; rappels. — Remarquons tout d’abord que la de´finition donne´e dans
6.1 garde un sens pour les faisceaux d’ensembles ou de Λ-modules sur des topos de la forme
E = X
←
×Y Z, ou` X,Y et Z sont des sche´mas cohe´rents. Comme dans [Lau83], on de´finit
un site pour le topos E, dont les objets sont les triplets (UX/VY \WZ) ou` UX , VY ,WZ sont
e´tales se´pare´s de type fini sur X,Y,Z.
Un tel objet de´finit naturellement un faisceau d’ensembles, qui est constructible. En effet,
si X ′ est un sous-sche´ma de X (resp. Z′ un sous-sche´ma de Z) tel que la restriction de UX
a` X ′ (resp. de WZ a` Z
′, resp. l’image inverse de VY sur Z
′) soit finie e´tale, la restriction du




′ est localement fini constant.
On peut e´galement e´tendre au pre´sent cadre la proposition [SGA4 ix 2.7], affirmant que
de tels faisceaux sont des ge´ne´rateurs de la cate´gorie des faisceaux constructibles (avec une
variante pour les Λ-modules). Lors de la de´monstration du the´ore`me 6.1, une caracte´risation
plus maniable des faisceaux constructibles sera utile ; dans le cas de topos raisonnables, il
s’agit des objets de pre´sentation finie (i.e. les objets PF tels que Hom(PF,−) commute aux
colimites filtrantes), voire e´galement des objets noethe´riens. Ces questions, dans le cas des
topos comme E, font l’objet du reste du paragraphe.
Commenc¸ons par remarquer le topos E est cohe´rent [SGA4 vi 2.3], car le site de de´finition
introduit ci-dessus satisfait aux conditions de la proposition 2.1 de loc. cit. et posse`de un
objet final.
De plus, un faisceau constructible d’ensembles F sur E est ne´cessairement un objet co-
he´rent de E (au sens de [SGA4 vi 1.13], c’est-a`-direici encore quasi-compact et quasi-se´pare´
(cf. loc. cit.)). Cela re´sulte d’une part du fait qu’un objet localement fini constant d’un topos
cohe´rent est cohe´rent et d’autre part du fait que si l’on a un morphisme cohe´rent p : E′ → E
de topos cohe´rents et si p est conservatif, alors pour tout objet F de E, F est cohe´rent si et
seulement si p∗F l’est. (On applique le deuxie`me point au topos E′ somme disjointe (finie)
des sous-topos de E sur lesquels le faisceau F est localement fini constant et p le morphisme
canonique correspondant.) On en de´duit que tout objet de E est colimite filtrante d’objets
cohe´rents, si bien que le topos E est parfait, au sens de [SGA4 vi 2.9.1]. Les notions topos-
siques de constructibilite´, cohe´rence et de pre´sentation finie (loc. cit. 1.9.3, 1.24) co¨ıncident
ici.
Il reste a` ve´rifier que les objets constructibles sont e´galement noethe´riens.
7.2. Localisation. — Rappelons qu’en vertu d’un the´ore`me de P. Deligne, nos topos, qui
sont localement cohe´rents, ont suffisamment de points (loc. cit., 9.0). E´tant donne´ un point p
d’un topos T , on peut former le topos localise´ en p, la 2-limite limU∋p T/U , ou` U parcourt les
voisinages ouverts de p. C’est un topos local au sens de [SGA4 vi 8.4] : le foncteur section
globale est un foncteur fibre, de centre p, note´ Tp (® localisation de T en p ¯). Remarquons
que le topos T
←











7.3. Quelques lemmes. —
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7.3.1 Lemme. — Soient X → T ← T ′ ← S des morphismes de sche´mas avec T ′ → T
entier. Posons X ′ = X ×T T
′. Le morphisme p : E′ = X ′
←
×T ′S → X
←
×TS = E est une
e´quivalence de topos.
De´monstration. — Il suffit de montrer que les foncteurs p∗ et p
∗ sont quasi-inverses l’un
de l’autre. Compte tenu du fait que les topos conside´re´s ont suffisamment de points, cela
re´sultera du fait que les fle`ches d’adjonctions sont des isomorphismes sur les fibres. Or, tout
point (x, s) de E se rele`ve uniquement en un point (x′, s) de E′ et si E est local centre´ en
(x, s), E′ est e´galement local et centre´ en (x′, s). Le re´sultat en de´coule.
L’ensemble des classes d’isomorphismes de points d’un topos E comme plus haut peut-
eˆtre ordonne´ par la relation d’ordre : p ≤ q si et seulement si il existe un morphisme q → p
(i.e. p est une spe´cialisation de q). (On remarquera que tout endomorphisme d’un point est
un automorphisme donc cette relation est bien antisyme´trique.)
7.3.2 Lemme. — Soit f : X → S un morphisme de sche´mas noethe´riens avec f de type
fini ou bien S excellent. Alors :
1. L’ensemble des classes d’isomorphismes de points de E = X
←
×SS a un nombre fini
d’e´le´ment maximaux,
2. Toute classe d’isomorphisme est majore´e par un e´le´ment maximal.
De´monstration. — Tout point deE est spe´cialisation d’un point au-dessus d’un point ge´ne´rique
d’une composante irre´ductible de S. Le sche´ma S e´tant noethe´rien, il suffit donc de consid-
e´rer le cas de E′ = X
←
×Ss ou` s est un sche´ma ponctuel de S. Soit S
′ la normalisation de
l’adhe´rence de s dans S et X ′ le produit fibre´ X ×S S
′. D’apre`s le lemme pre´ce´dent, E′
s’identifie a` X ′
←
×S′s. Chaque point de X
′ est domine´ par une unique classe d’isomorphisme
de points de E′ ; en effet, si t est un point de S′, s′ et t′ des points topossiques au-dessus
de s et t, le groupe Aut(s′) agit transitivement sur Hom(s′, t′). La relation d’ordre sur les
points de E′ se de´duit de celle des ge´ne´risations au sens classique (Zariski) sur X ′. Il suffit
donc de montrer que le sche´ma X ′ n’a qu’un nombre fini de composantes irre´ductibles. Si f
est de type fini, on utilise le fait, de´montre´ dans [Hei73], que la normalisation d’un anneau
inte`gre noethe´rien a un spectre noethe´rien. Dans le cas ou` S est excellent on conclut plus
simplement par le fait que la normalisation est finie sur la base.
Comme il re´sulte de la de´monstration, le second e´nonce´ est meˆme valable sans hypothe`ses.
7.3.3 Lemme. — Sous les hypothe`ses du lemme pre´ce´dent, on a :
1. Tout sous-faisceau d’un faisceau constructible est constructible,
2. Tout faisceau constructible sur E est noethe´rien.
De´monstration. — Commenc¸ons pas de´montrer qu’une suite croissante de sous-faisceaux
constructibles (Fn) d’un faisceau constructible F sur E est stationnaire. Par re´currence
noethe´rienne, on peut supposer que la conclusion est valide pour X ′ → S′ ou` X ′ et S′ sont
des sous-sche´mas ferme´s de X,S, avec (X ′, S′) diffe´rent de (X,S). Il suffit de montrer qu’elle
est stationnaire au-dessus d’un sous-topos E′ = UX
←
×SVS pour des ouverts denses UX →֒ X
et VS →֒ S. Il existe un entier N tel que pour chaque point maximal p, les suites Fnp sont
constantes pour n ≥ N . Si l’on prend UX et VS tels que FN et F soient localement constants
sur E′, cela entraˆıne les isomorphismes Fn = FN sur E pour n ≥ N . Prouvons 1). Soit
G est un sous-faisceau d’un faisceau constructible F . D’une part il est colimite filtrante de
faisceaux constructibles, et d’autre part, l’image d’un morphisme de faisceaux constructibles
MODIFICATIONS ET CYCLES E´VANESCENTS SUR UNE BASE DE DIMENSION SUPE´RIEURE A` UN. 19
est constructible ; le faisceau G est donc e´galement re´union d’un ensemble filtrant croissant
de sous-faisceaux constructibles de F . D’apre`s ce qui pre´ce`de cet ensemble a un e´le´ment
maximal et G est donc constructible. Le second point en re´sulte imme´diatement (par exemple
en l’appliquant a` la ® limite ¯ d’une hypothe´tique suite strictement croissante).
8. De´monstration du the´ore`me 6.1
8.1. Re´duction au cas plurinodal. — Commenc¸ons par un lemme ge´ne´ral, qui trou-
verait certainement sa place plus haut.
8.1.1 Lemme. — Soient h : X → Y un morphisme propre entre S-sche´mas et
←−
F
un faisceau de torsion sur X
←
×SS. Si (y, t) est un point de Y
←
×SS, il existe un morphisme
canonique de topos ϕy,t : Xy → X
←




F en (y, t)





De´monstration. — Soit (y, t) comme dans l’e´nonce´ et notons s l’image de y dans S. Quitte
a` remplacer S par S(s) on peut supposer S strictement local. De meˆme, on peut supposer




F en (y, t) s’identifie naturellement a` RΓ(X
←
×SS(t),F). Notons
πt le morphisme X
←
×SS(t) → X ; le the´ore`me de changement de base propre permet de
re´e´crire RΓ(X
←




ou` iy est l’immersion ferme´e de la fibre spe´ciale Xy →֒ X. Remarquons maintenant qu’il










au-dessus du morphisme s = Ens → S
←
×SS(t), s 7→ (s, t). Le point cle´ indique´ a` l’auteur




y,t est un isomorphisme. En passant aux fibres, il nous suffit de montrer que
si x est un point ge´ome´trique de Xy , le morphisme canonique RΓ(X(x)
←
×SS(t),F)→ F(x,t)
est un isomorphisme. Cela re´sulte du fait que le topos X(x)
←
×SS(t) est un topos local, de
centre (x, t).
Ce lemme entraˆıne en particulier que la formation des images directes par un morphisme
propre ® fle´che´ ¯ commute aux changements de base S′ → S et que si F est un faisceau sur







h ∗F (ou` les p sont les premie`res projections des
topos fle´che´s vers les topos usuels).
8.1.2 Proposition. — Soient S un sche´ma noethe´rien, f : X → Y un morphisme
propre entre S-sche´mas de type fini et
←−
F un faisceau de Λ-modules constructible sur X
←
×SS.




F est constructible sur Y
←
×SS.
Remarquons qu’il n’est pas ne´cessaire, tout comme dans le cas classique (auquel nous
nous ramenons), que la torsion de Λ = Z/nZ soit d’ordre inversible sur S.
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De´monstration. — Pour tout objet U du site de´finissant X
←










F est isomorphe a` un quotient des sommes directes finies
de tels faisceaux (cf. e.g. [SGA4 ix 2.7]). Prenant une re´solution a` gauche de
←−
F par somme
directes de faisceaux de le forme ΛU et conside´rant la premie`re suite spectrale, on se rame`ne
a` de´montre la proposition dans le cas particulier d’un faisceau
←−
F de la forme ΛU . (On utilise
implicitement le fait que la cate´gorie des faisceaux constructibles est stable par (co)noyaux
et extensions.)
Remarquons qu’il suffit de de´montrer le the´ore`me apre`s un changement de base fini et
surjectif S′ → S (cf. lemme 8.1.4). Or, si l’ouvert U de X
←
×SS est de la forme UX/VS\US , il
existe un tel morphisme S′ → S tel que l’image inverse de U sur XS′
←
×S′S
′ soit un coproduit
d’ouverts de la forme UX′/VS′\US′ ou` maintenant VS′ et US′ sont des ouverts de Zariski de
S′. Plus pre´cise´ment on a :
8.1.3 Lemme. — Soit f : U → S un morphisme se´pare´ e´tale entre sche´mas cohe´rents.
Il existe un morphisme fini surjectif S′ → S tel que l’image inverse de U sur S′ soit un
coproduit d’ouverts de Zariski.
De´monstration. — Par le Main Theorem de Zariski, on peut factoriser f en une immersion
ouverte suivie d’un morphisme fini f : U →֒ T → S. Quitte a` rajouter a` T le comple´mentaire
de l’image de f , on peut supposer T → S e´galement surjectif. Soit W le sous-sche´ma ouvert
de S au-dessus duquel le cardinal des fibres ge´ome´triques de f est maximal, e´gal a` m. Le
morphisme f est fini sur W et si m > 0, on peut supposer U = T sur W . L’image inverse
de U sur T se de´compose ; on conclut alors en ite´rant ce proce´de´ et avec m de plus en plus
petit.
Pour simplifier les notations supposons dore´navant S′ = S. Pour des ouverts U comme






re´sulte de la constructibilite´
de R
←−
f ∗ΛUX/S\S sur Y
←
×SS. Si l’on note pr1 la projection X
←







ou` UX/S\S est l’image inverse sur X
←
×SS de l’ouvert UX de X.
Le faisceau ΛUX/X e´tant constructible sur X il est isomorphe a` sous-faisceau d’un pro-
duit de faisceaux π∗C ou` π : X
′ → X est un morphisme fini et C un Λ-module constant




1π∗Λ) est constructible sur Y
←
×SS.
Ce dernier est isomorphe a` R
←−
f ′ ∗Λ, ou` f
′ est le compose´ X ′ → X → Y , lui-meˆme isomorphe
a` pr′1
∗
Rf ′∗Λ. D’apre`s le the´ore`me de constructibilite´ classique, Rf
′
∗Λ est constructible sur Y ,
ce qui ache`ve la de´monstration de la proposition.
8.1.4 Lemme. — Soit (f,
←−
F ) comme dans la proposition pre´ce´dente et supposons qu’il












F est constructible sur Y
←
×SS.
Compte tenu de la commutation aux changements de base, ce lemme re´sulte a` son tour
du lemme :
8.1.5 Lemme. — Soient S′ → S un morphisme propre surjectif, X un S-sche´ma, et





×SS = E. Alors, si
←−
F
MODIFICATIONS ET CYCLES E´VANESCENTS SUR UNE BASE DE DIMENSION SUPE´RIEURE A` UN. 21
est un faisceau sur E tel que p∗
←−




De´monstration. — On remarque que tout point de E peut se relever en un point de E′ si
bien que le morphisme p est conservatif. Il est aussi cohe´rent, comme on le voit sur les sites de
de´finition. On utilise alors le fait, e´nonce´ dans le dernier paragraphe de 7.1, que la cohe´rence
(e´quivalente a` la constructibilite´) se teste apre`s image inverse par un morphisme cohe´rent
conservatif.
La proposition pre´ce´dente e´tant e´tablie, il re´sulte des de´vissages utilise´s pour e´tablir la
commutation aux changements de base (cf. plus particulie`rement 3.4) qu’il suffit de de´-
montrer le the´ore`me dans le cas des coefficients constants et d’une fibration plurinodale. Ici
encore, compte tenu de 3.3.2, il nous faut proce´der par re´currence sur l’entier r tel que les
τ≤rΨX/S(F) (X/S et F variables) deviennent constructibles au-dessus d’une alte´ration de S.
Plus pre´cise´ment, si ε : X• → X est un hyperrecouvrement propre de X comme dans 3.3.1
(pour M = r et e´tendu arbitrairement en plus grand degre´) et ←−ε est le morphisme de topos






×SS, on a un
isomorphisme canonique entre ΨX/S(Λ) et
←−ε ∗ΨX•/S(Λ). Les constituants de ΨX•/S(Λ) ne
sont autres que les ΨXi/S(Λ) (i ≥ 0). La conclusion re´sulte maintenant du fait que chaque
τ≤r−iΨXi/S(Λ) est constructible — hypothe`se satisfaite si i > 0 (re´currence sur r) et pour





←−εi ∗τ≤r−i(K), ce dernier complexe e´tant constructible sur X
←
×SS
si τ≤r−i(K) l’est sur Xi
←
×SS.
Remarquons e´galement qu’en vertu du lemme pre´ce´dent, si l’on sait de´montrer la con-
structibilite´ pour un complexe de cycles proches apre`s un changement de base propre et
surjectif, on aura automatiquement la constructibilite´ sur toute base telle que l’on ait com-
mutation aux changements de base.
8.2. Le cas plurinodal et des coefficients constants ; fin de la de´monstration de
6.1. — Soit r un entier fixe´ tel que l’on ait constructibilite´ (apre`s changement de base) de
τ≤r−1ΨmF pour tout morphisme m comme en 1.1 et tout faisceau Λ-constructible F sur la
source de m. On va montrer qu’il en est de meˆme de ΨfΛ, avec f plurinodal, en proce´dant
par re´currence sur la dimension relative. Conside´rons qu’un morphisme fini est plurinodal
de dimension relative nulle. La constructibilite´ dans ce cas est facile (cf. aussi infra).
Factorisons le morphisme plurinodal f comme en 4.2. Notons Z
i
→֒ X le lieu singulier
ferme´ de h, X0
j
→֒ X l’ouvert comple´mentaire, π le morphisme fini Z → Y et enfin h0 le





















Par hypothe`se de re´currence sur la dimension relative, nous pouvons supposer que le r-
tronque´ de
←−





h0∗ΨY/SΛ. Il nous rester alors a` ve´rifier que
←−
i ∗ΨrX/S(Λ) est constructible — du
moins apre`s changement de base. (Dore´navant, nous omettrons cette pre´caution oratoire.)

































Λ est constructible, il en est de meˆme des premiers et derniers termes
(8.1.2). Par finitude de π, la constructibilite´ de
←−











Du lemme ci-dessous, applique´ a` K = ΨX/SΛ, il re´sulte qu’il suffit de s’assurer de la con-
structibilite´ de ΨrY/S(h∗Λ) = H
r←−h ∗ΨX/SΛ et de τ≤r−1ΨX/SΛ (connue par hypothe`se de
re´currence sur r). Or on sait que le complexe h∗Λ de faisceaux sur Y est constructible. Graˆce
aux de´vissages des sections pre´ce´dentes, et de l’hypothe`se de double re´currence (sur l’indice
r et la dimension relative) on sait que le faisceau ΨrY/S(h∗Λ) est constructible. En effet, on se
rame`ne a` la constructibilite´ de faisceaux ΨrY ′/SΛ pour Y
′/S plurinodal de dimension relative
infe´rieure ou e´gale a` celle de Y/S ainsi que de faisceaux Ψr−im Λ pour i > 0.
Ceci conclut la de´monstration du the´ore`me 6.1.
8.2.1 Lemme. — Soient K ∈ Ob D+(X
←




r←−h ∗K constructible sur Y
←






De´monstration. — On peut supposer que τ≤rK → K est un isomorphisme. Appliquant le
foncteur
←−
h ∗ au triangle distingue´




on obtient (en passant a` la cohomologie de degre´ r) la suite exacte longue :
· · · → Hr
←−




h ∗τ≤r−1K → · · ·
Les hypothe`ses du lemme nous affirment que le premier terme est constructible ainsi que
le troisie`me compte tenu de la proprete´ de h.
9. Un exemple
Soient k un corps se´parablement clos et S l’hense´lise´ du plan A2k en l’origine o. Notons
e : X = E´cloS → S l’e´clatement du point ferme´. Nous allons montrer que pour n ≥ 2 et
Λ = Z/n, le complexe des cycles proches ΨeΛ n’est pas constructible et que sa formation ne
commute pas aux changements de base. (Si l’entier n est inversible sur k, le premier point
entraˆıne le second compte tenu de 6.1.) Pour chaque D image inverse sur S d’une droite du
plan passant par l’origine, notons ηD son point ge´ne´rique, η¯D un point ge´ne´rique ge´ome´trique
et enfin oD le point de X correspondant, localise´ sur le diviseur exceptionnel. Calculons, pour
D,D′ deux droites comme ci-dessus,
(ΨeΛ)(oD′ ,η¯D) = RΓ(X(oD′)×S S(η¯D),Λ).
La mise en de´faut de la commutation aux changements de base quelconques se voit de´ja` en
comparant la cohomologie des tubes de Milnor aux fibres de Milnor : pour D 6= D′, le sche´ma
non vide X(oD′)×S S(η¯D) n’a pas la meˆme cohomologie que le sche´ma vide X(oD′)×S η¯D.
La restriction de e a` S(η¯D) e´tant un isomorphisme, le tube de Milnor X(oD′) ×S S(η¯D)
est isomorphe a` X(oD′) ×X X(η¯D), ou` η¯D est ici le point ge´ome´trique de X au-dessus du
point η¯D de S. Il re´sulte de [Art71] (cf. 2.3) que ce joint n’a de cohomologie qu’en degre´
nul. Pour montrer que l’inconstructiblite´, il faut comparer le π0 de ces joints suivant les cas
D′ = D et D′ 6= D.
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← (X(oD′)×X X(η¯D))×X ηX ≃ X(oD′)ηX ×ηX X(η¯D)ηX .
Remarquons que les ηX -sche´mas X(oD′)ηX sont tous isomorphes pour D
′ variable.
Si D = D′, le joint correspondant est de meˆme la somme disjointe de X(oD)ηX ×ηX
X(η¯D)ηX , qui est isomorphe a` X(oD′)ηX ×ηX X(η¯D)ηX , et d’une composante supple´mentaire
X(oD)×X η¯D ≃ D(oD)×D η¯D = η¯D.
On laisse au lecteur le soin d’en de´duire que les cycles e´vanescents ne sont pas con-
structibles au sens indique´ en 6.1.










est de la forme A1k ×k f , ou` f est la projection
Spec(k)[X,T ]/(TX)→ Spec(k)[X].
En particulier, le but du morphisme f est re´gulier de dimension 1, ce qui entraˆıne la com-
mutation aux changements de base et la constructibilite´ de ΨfΛ et finalement les meˆmes
proprie´te´s pour e′. Ainsi, l’e´clatement tue l’e´clatement.
10. Conjugaison des cycles e´vanescents a` la manie`re de S. Lefschetz.







phisme induit, p1, p2 respectivement les premie`re et seconde projections S
←
×SS ⇉ S et enfin





















C’est un isomorphisme (cf. 8.1.1) . De plus on a un morphisme canonique de complexes






2Rf∗Qℓ dont la fibre en un point t  s s’identifie







. (Le lecteur se convaincra aise´ment que le morphisme p∗1Rf∗Qℓ →
p∗2Rf∗Qℓ s’obtient en appliquant le foncteur R
←−
f ∗ aux deux premiers termes du triangle
distingue´ sur X
←
×SS : Qℓ → Ψf (Qℓ) → Φf (Qℓ)
+1
→.) Dans le groupe de Grothendieck des
faisceaux sur S
←

















] =: [ϕf (Qℓ)].
10.2. Soit maintenant X une sous-varie´te´ projective lisse connexe de dimension n+1 d’un
espace projectif P sur un corps alge´briquement clos. Nous reprenons les notations et la
terminologie de [Del80], § 4.2.3. Soit D ⊂ P∨ un pinceau de Lefschetz (non ne´cessairement
transverse) et S = D∩X∨ le sche´ma des points s de la droite projective D qui correspondent
a` des fibres X ∩Hs singulie`res. Soient t un point ge´ne´rique ge´ome´trique de D − S, et s un
point ge´ome´trique de S.
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Pour chaque chemin c entre t et un point ge´ne´rique ge´ome´trique de D(s), on de´finit un




]). Dore´navant nous nous autoriserons a` omettre les
twists a` la Tate.
Comme sugge´re´ dans loc. cit., le formalisme des cycles e´vanescents sur une base quelconque
permet de mieux comprendre la conjugaison des cycles e´vanescents (au signe pre`s) sous
l’action du groupe π1(D − S, t), y compris dans le cas exceptionnel (p = 2, dimension des
sections hyperplanes paire) ® sauvage ¯et/ou des coefficients de torsion.
Notons X∨bon le lieu de X
∨ correspondant a` une unique singularite´ quadratique ordinaire
([SGA7 xvii 3.2]), et supposons que X
∨ soit une hypersurface. Rappelons que dans le cas
non exceptionnel, X∨bon est soit vide soit le lieu lisse X
∨
lisse de X
∨ (loc. cit. 3.5). Dans le
cas exceptionnel, cet ouvert est contenu dans X∨lisse mais l’inclusion peut eˆtre stricte. Soit
X la ® varie´te´ d’incidence ¯ des points (x,H) avec X ∋ x ∈ H et f le morphisme propre
X → P∨, (x,H) 7→ H . Conside´rons l’anneau de coefficients Λ = Z/ℓiZ, ou` ℓ est un nombre
premier inversible sur k et i ∈ N − {0}. Les re´sultats qui suivent sont donc, meˆme dans le
cas non exceptionnel, le´ge`rement plus forts que ceux de [SGA7 xviii ] (Qℓ-coefficients).









est localement constante de rang 1 ; les fibres ont
un ge´ne´rateur canonique au signe pre`s, compatible avec les fle`ches de spe´cialisations (la






est localement constant sur
←−
U , de fibre la cohomologie d’une section





→ ϕnfΛ est donc lisse (sur
←−
U ) ;
sa fibre en un point t  s est isomorphe a` l’orthogonal de ±δts dans H
n(X ∩Ht,Λ). C’est
aussi l’image de p∗1R
nf∗Λ =: (R
nf∗Λ)spe´. dans (R
nf∗Λ)ge´n.. L’accouplement parfait R
nf∗Λ⊗
Rnf∗Λ→ Λ sur P
∨ −X∨ induit un tel accouplement sur (Rnf∗Λ)ge´n. par image inverse sur
←−
U . Notons Ev l’orthogonal pour cet accouplement du sous-faisceau K pre´ce´dent ; c’est un
faisceau lisse de rang 0 ou 1 sur
←−
U , dont la fibre en t  s est canoniquement engendre´e
par ±δts. Comme le sche´ma X
∨
bon est connexe, le topos
←−
U est ® connexe par arcs ¯ : on
peut relier deux points par une chaˆıne finie de spe´cialisation/ge´ne´risation de points. Soient
maintenant deux points s1 et s2 de S et t une ge´ne´risation ge´ome´trique commune dans D.






∨ − X∨); (s1, t), (s2, t)) envoyant ±δ
t
s1 ∈ Ev(s1,t) sur ±δ
t
s2 ∈ Ev(s2,t). Ces






X∨); (s1, t), (s2, t)) se factorise a` travers π1(P
∨ − X∨, t) par la seconde projection, donc
l’image g ∈ π1(P
∨−X∨, t) de←−g conjugue±δts1 a` ±δ
t
s2 . La conjugaison des cycles e´vanescents












. Dans le cas mode´re´ cela re´sulte de la surjectivite´ de πmod.1 (D − S) →
πmod.1 (P
∨ − X∨) (cf. loc. cit.) ; cela suffit donc pour conclure dans ce cas (i.e. p 6= 2 ou n
impair)(vi).
Nous pre´sentons ici une de´monstration de l’e´galite´ de ces groupes de monodromie, due a`
O. Gabber(vii) qui permet donc de traiter le cas ge´ne´ral. Il s’agit de montrer que si Y →
P∨−X∨ est le reveˆtement galoisien correspondant a` Im(ρ), le sche´ma Y ×P∨D est connexe.
(vi)Remarquons qu’en caracte´ristique positive, le morphisme π1(D−D∩H) → π1(P−H) n’est jamais
surjectif si D 6= P et H est une hypersurface. Par la the´orie d’Artin-Schreier, il suffit de montrer que si
d ≥ 1, f ∈ Γ(P2,O(d)) et D := V (x0)  V (f) =: H, il existe une fonction g sur P
2 −H, nulle sur D, qui




(vii)Lettre a` l’auteur, 14 mars 2005.
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Nous allons, par un the´ore`me de Bertini, nous ramener au cas ou` D est la droite ge´ne´rique
apre`s avoir convenablement compactifie´ la situation.
10.3 Proposition. — Soient S = Spec(A) un sche´ma strictement local de point ferme´
s, X un S-sche´ma plat, de pre´sentation finie dont la fibre spe´ciale est purement de dimen-
sion paire n et pre´sente une singularite´ quadratique ordinaire en x telle que κ(x)upslopeκ(s) soit
radicielle. Il existe une forme quadratique non de´ge´ne´re´e
∑
1≤i,j≤n ai,jXiXj a` coefficients
dans A et b, c ∈ A tels que l’hense´lise´ X(x) de X en x soit S-isomorphe a` l’hense´lise´ de
S[X0,X1, . . . ,Xn]/
(





en le point au-dessus de s dont les n dernie`res coordonne´es sont nulles. De plus, la S-classe
d’isomorphisme de S[X0]/
(
X20 + b ·X0 + c
)
est inde´pendante des choix.
De´monstration. — Seul le dernier point est a` ve´rifier ; le premier se trouve dans [SGA7 xv 1.3.2]
(dont la de´monstration est valable sous re´serve que S soit strictement hense´lien ou encore
κ(x)upslopeκ(s) triviale)(viii). Nous ne ve´rifions cette proposition que dans le cas (plus de´licat)
ou` la caracte´ristique re´siduelle est e´gale a` 2 ; nous l’appliquerons dans ce cas uniquement.
Comme la forme quadratique
∑
1≤i,j≤n ai,jXiXj est non de´ge´ne´re´e, le lieu singulier relatif
est de´fini par l’ide´al (2X0 + b,X1, . . . ,Xn). Ainsi, si l’on a une autre description de X(x)
de´crite avec des variables ⋆′, on a l’e´galite´ (2X0 + b,X1, . . . ,Xn) = (2X
′
0 + b
′,X ′1, . . . ,X
′
n).






+ vi · (2X0 + b).
La matrice (ui,j) est inversible car dans la fibre spe´ciale (X1, . . . ,Xn) et (X
′
1, . . . ,X
′
n) sont
des syste`mes minimaux de ge´ne´rateurs de l’ide´al du lieu singulier relatif et 2X0 + b s’annule
sur la fibre spe´ciale (2 = 0 et b2 − 4c = 0). Finalement,




X1 − h1 · (2X0 + b), . . . ,Xn − hn · (2X0 + b)
)











/(X ′1, . . . ,X
′









Xi − h˜i · (2X0 + b) (1 ≤ i ≤ n) , X
2
0 + bX0 + c+ ϕ · (2X0 + b)
2)




. En quotientant par les n premie`res e´quations,
on obtient l’anneau local hense´lien B de la droite affine A1S de coordonne´e X0 au point
correspondant a` x. On ache`ve la de´monstration en remarquant que si ψ est une solution
de ϕ = ψ + ψ2, et que l’on pose Y0 = X0 + ψ · (2X0 + b), on a l’e´galite´ Y
2
0 + bY0 + c =
X20 + bX0 + c+ ϕ · (2X0 + b)
2.
La proposition pre´ce´dente se reformule de la fac¸on suivante. Soit Ω = P∨− (X∨−X∨bon)
et conside´rons le faisceau e´tale associe´ au pre´faisceau
UupslopeΩ {ensemble des classes d’isomorphisme de morphismes finis, plats de rang 2, U ′ → U e´tales hors de X∨}.
La correspondance X → P∨ de´finit une section de ce faisceau sur Ω. La lissite´ de X entraˆıne
la lissite´ des sche´mas U ′/U correspondant a` ces reveˆtements doubles. De meˆme, si D de´finit
un pinceau de Lefschetz, la partie correspondante de X est un e´clatement lisse de la varie´te´









est un contre-exemple a` loc. cit.
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X si bien que U ′ ×P∨ D est e´galement lisse. Appliquons la formule de Picard-Lefschetz en
le point ge´ne´rique de X∨bon. En dimension relative paire, elle s’e´crit




ou` le caracte`re ε d’ordre 2 est pre´cise´ment tue´ par le reveˆtement introduit plus haut. Ainsi,
pour U ′ comme ci-dessus et compte tenu de la purete´ du lieu de ramification, l’image inverse
du faisceau Rnf∗Λ sur U
′×P∨ (P
∨−X∨) se prolonge en un faisceau lisse sur U ′. De plus, pour
tout point ge´ome´trique t de X∨bon, la restriction de la repre´sentation ρ a` π1(P
∨(t)−X∨(t))
est non triviale (car 〈δ, δ〉 = ±2) si bien que si Y est la normalisation de P∨ dans Y , le
sche´ma Y ×P∨ P
∨(t) est une union disjointe de copies des reveˆtements doubles distingue´s
de P∨(t). (En effet, il est e´tale sur P∨(t)−X∨(t), non trivial et trivialise´ par P∨(t)′.) Cela
montre en particulier qu’au-dessus de Ω, le sche´ma Y est lisse et, de fac¸on semblable, que
pour chaque pinceau de Lefschetz D, le sche´ma Y ×P∨ D est lisse. Ces sche´mas forment une
famille propre et lisse sur l’ouvert de Gr(1,P∨) correspondant aux pinceaux de Lefschetz.
La fibre ge´ne´rique est donc ge´ome´triquement connexe par le the´ore`me de Bertini ([Jou83],
I 6.10(3)) et il en est donc ainsi de chaque fibre.
10.4. Remarques finales. — Dans [SGA7 XV ], P. Deligne de´montre la formule de
Picard-Lefschetz en dimension relative impaire en utilisant un the´ore`me de comparaison avec
la the´orie transcendante. Re´cemment, L. Illusie en a donne´ une de´monstration alge´brique
([Ill02]). Il serait cependant inte´ressant de disposer d’un the´ore`me de comparaison (apre`s
modification) — dont le sens exact reste encore a` pre´ciser — entre la cohomologie e´tale
des fibres de Milnor (a` coefficients constants) et la cohomologie de Betti des fibres de Milnor
classiques, de´finies au moyen de petites boules de rayons ® ε, η ¯ dans le cas ou` X → S est un
morphisme de varie´te´s alge´briques complexes. Le cas des singularite´s isole´es devrait re´sulter
d’un argument local-global. L’auteur remercie P. Deligne de lui avoir fait remarquer que le
cas ge´ne´ral semble inconnu et L. Illusie d’avoir attire´ son attention sur l’article [IKN05].
Enfin, motive´ par les succe`s de la the´orie des faisceaux pervers sur un S-sche´ma, avec S
de dimension 0 ou 1, il serait naturel d’e´tudier un tel formalisme dans le pre´sent cadre (S
ge´ne´ral) : perversite´ des cycles proches, dualite´.
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